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ANMERKUNGEN. 
Bolzanos Zahlentheorie sollte ebenso wie die ..Functionenlehre" einen 
Teil eines größeren Werkes über Mathematik bilden, das „Größenlehre" be-
titelt wurde . Das Manuskript eines Teiles dieser Größenielire, das auch die 
Zahlentheorie enthält, befindet sich in der National- (früher Hof-) Bibliothek 
in Wien. 
Nach Mitteilung des H. Jasek, der Bolzanos Handschriftlichen Nachlafi 
in der Wiener Nationalbibliothek durchgesehen und sich um die Sichtung 
dieses Nachlasses grofie Verdienste erworben hat, ist die Zahlentheorie in drei 
Bearbeitungen erhalten . Die erste Bearbeitung ist eigenhändig von Bolzano 
geschrieben, die zweite und dritte hat Bolzano durchgelesen und eigenhändig 
verbessert. Die vorliegende Ausgabe schließt sicli an die vollkommenste, die 
dritte Bearbeitung an. Sie besteht aus 99 Blättern in 4°. Der Titel „Zahlentheorie' ' 
wurde vom Herausgeber gewählt. Bei Bolzano selbst'fülirt sie als Teil der Grö-
ßenlehre den Titel: „Zweiter Abschnitt: Verliältniß der Theilbarkeit unter den 
Zahlen."( In der ersten Bearbeitung: „Vierter Artikel: Von den Verhältnissen 
unter den Zahlen, welche auf den bisher betrachteten Rechnungsarten des 
Addirens, Subtrahircns, Multiplicirens und Dividirens beruhen/ ') 
Wie die „Functionenlehre" wurde auch die Zahlentheorie von Bolzano 
in (mit dem Zeichen §. bezeichnete) Paragraphen eingeteilt; die Numerierung 
wurde vom Herausgeber durchgeführt. Die Zitate wurden von Bolzano durch 
ein beigefügtes Zeichen §. angedeutet. In den Fällen, wo sich dieses Zeichen 
auf die vorliegende Ausgabe bezieht, wurde die entsprechende Nummer er-
gänzt. In den anderen Fällen wurde das Zeichen §. ohne Nummer gelassen. Dem 
Verständnis wird dies hoffentlich nicht schaden. 
§. 1.—9. Teilbarkeit, gemeinsame Vielfache und gemeinsame Teiler, klein-
stes gemeinsames Vielfache und größter gemeinsamer Teiler. 
§. 3. Unter einer wirklichen Zahl wird eine natürliche (ganze rationale 
positive) Zahl verstanden. Ein Produkt aus n natürlichen Zahlen, die > \, 
also 2^2 sind, ist = ^ 2 w ^ n (und > n für n.> 1). Diese Ungleichung, die eine 
Folge der Ungleichung (1 + / ? ) " ^ 1 + «/t,/?. reell und > 0 , n rational ganz 2^0, 
ist, kann leicht durch vollständige Induktion bewiesen werden. 
§. 7. Ist ÜDt eine nach oben (nach unten) beschränkte Menge von ganzen 
rationalen Zahlen, d. h. gibt es eine reelle Zahl G, so daß alle Zahlen aus 
9 K ^ G feG) sind, so existiert in 9ft eine größte Zahl M (eine kleinste Zahl 
m), d. h. ist .v irgendeine Zahl aus 9J(, so ist x<±M (x^m). M unc^ m exi-
stieren, falls 9JI endlich ist. Sind alle Zahlen aus 3Jl^;0, so existiert m. 
§. 10, 11. Wann ist a — b durch m teilbar? 
ў 
§. 10. Einer der bedeutendsten Fortschritte, die Gauß in seinen „Disqui-
sitiones arithmeticae" gegenüber seinen Vorgängern erzielte, besteht in der 
Einführung des Begriffes der Kongruenz oder vielmehr in einer zweck-
mäßigen Bezeichnung für diesen Begriff. Bolzano benutzt diese Bezeichnung 
nicht. Statt a=E±b (mod m) sagt er, daß a und b denselben .,Rest4' in bezug 
auf m liefern. Unter dem „Rest" von a in bezug aufm wird der kleinste, nicht 
negative Rest von u durch m verstanden. Hiedurch wird die etwas schwer-
fällige Formulierung vieler Sätze verursacht. (Vergl. §.24, 8c—102, 113—122). 
§. 12. Existenz des absolut kleinsten Restes. 
§. 12. Es wird die Existenz des absolut kleinsten Restes von a in bezug auf b 
bewiesen (a, b ganze positive Zahlen, u nicht durch b teilbar). 
§. 13. Euklidischer Algorithmus. 
§. 13. Das geschilderte Verfahren wird als Euklidischer Algorithmus 
(Euklid, Elemente 7, Satz 2) bezeichnet. (Siehe auch §. 49). 
§. 14—15. Zivei Lehrsätze. 
§. 14. Es wird bewiesen, daß u 
nb 





ist (a. b, n ganze positive 
eine beliebige reelle Zahl, 
(Landau, Primzahlen 1., 7«1 positiv ganz, so gilt die Gleichung 
§. 17, S. 74.) 
§. 16—26. Lehrsätze über die Teilbarkeit der Summe und des Produktes 
ganzer Zahlen. 
§. 27—42. Primzahlen und relative Primzahlen. 
§. 43—45. Zerlegung einer ganzen Zahl in Primfaktoren. 
§. 46—47. Die Menge der Primzahlen ist unendlich. 
§. 46. Der Satz und sein Beweis befindet sich schon in Euklids Elementen 
9, Satz 20). 
§. 48. Alle Primzahlen außer 2 und 3 sind, von der Form bn ± 1. 
§. 49—54. Folgerungen aus dem Euklidischen Algorithmus. 
§. 51. Ist d der größte gemeinsame Teiler der ganzen Zahlen a. b, so 
kann man zwei ganze Zahlen x, y derart bestimmen, daß ax-{-by = d ist. 
Daraus folgt, daß jeder gemeinsame Teiler von a und b ein Teiler ihres 
größten gemeinsamen Teilers d ist. 
Man kann leicht den allgemeineren Satz beweisen: 
Ist d der größte gemeinsame Teiler der Zahlen a, b, c,...,/, so kann 
man immer ganze Zahlen x, y, z, .. .,rv bestimmen, so daß ax-\-by -\-cz-{-. . . 
. . . + Im = d gilt. Daraus folgt, daß jeder gemeinsame Teuer der Zahlen 
a, b. c. . . . , / auch Feiler ihres größten gemeinsamen Teilers d ist (§. 77). 
§. 55—70. Lehrsätze über relative Primzahlen. 
§. 62. Dieser Satz, der als Grundlage des Eindeutigkeitssatzes der Zer-
legung in Primfaktoren (§. 71) dient, wird in Eejeune-Dirichlets Zahlentheorie 
auf folgende Weise bewiesen: 
Da a und a relative Primzahlen sind, so kann man zwei ganze Zahlen 
m. n bestimmen, so daß am-\- cm-=l ist (§. 53). Daraus folgt b~abm-\-abn. 
Da ab durch a teilbar ist, so sind beide Glieder der rechten Seite durch a 
teilbar. Es ist also auch b durch a teilbar. 
§. 71—73. Eindeutigkeit der Zerlegung in Primfaktoren. 
§. 74—79. Sätze über den größten gemeinsamen Teiler. 
§. 80—83. Sätze über das kleinste gemeinsame Vielfache. 
§. 84—85. Das assoziative Gesetz für den größten gemeinsamen Teiler und 
das kleinste gemeinsame Vielfache. 
§. 84. Es wird das assoziative Gesetz für die Berechnung des größten 
gemeinsamen Teilers ausgesprochen. 
§. 85. Desgleichen für das Ideinste gemeinsame Vielfache. 
§. 86—102. Die zahleniheoretische Funktion <p(m). 
§. 100. Die Anzahl der positiven Zalilen, die kleiner als eine gegebene 
Zahl m ( > 1) und zugleich teilerfremd zu m sind, wird mit cp(m) bezeichnet 
(nach Gauß, Disquisitioncs arithmeticae, art. 38). Es wird cp(i) =-1 gesetzt. 
Man kann dann sagen, daß <p(m) die Anzahl derjenigen positiven Zahlen 
bedeutet, welche teilerfremd zu m (m positiv ganz) und niclit größer aJs 
m sind. 
Ist eine Zahl der Restklasse (modm) teilerfremd zu m, so sind alle Zahlen 
dieser Restklasse zu m teilerfremd; die Restklasse wird dann als teilerfremd 
zu m bezeichnet. <p(m) gibt also die Anzahl der zu m teilerfremden Rest-
klassen an. 
Die Anzahl cp(m) wurde zuerst von Euler bestimmt (in Verbindung mit 
der Verallgemeinerung des Fermat'sclien Satzes). (Euler: EneströmscJies Ver-
zeichnis 271; Opera omnia (1) 2, S. 531—555). 
Diriclilet (Zahlentheorie §. 11) gibt folgende Verallgemeinerung an: 
Ist die ganze positive Zalil N durcli die ganzen positiven Zahlen a, b, .... I 
teilbar, die paarweise teilerfremd sind, so ist 
4-:)И)-H) 
<lie Anzahl der positiven Zahlen, die < A und durcJi keine dieser Zahlen 
teilbar sind. 
Zum Beweise dieses Satzes könnte man gelangen, indem man Bolzanos 
Gedankengang weiter verfolgt. 
Der im §. 96 ausgesprochene Satz ist nämlich ein Spezialfall des Satzes 
von Diriclilet: 
Sind a, b, . .., l paarweise teilerfremde (positive) Zahlen, so ist die 
Anzahl der ganzen positiven Zahlen, die durcli keine dieser Zalilen teilbar 
und <i ab . . .1 sind, 
(a-i)(b-\)...(/-!). 
Auf dieselbe Weise, wie der Satz aus §. 99 abgeleitet wird, könnte man 
allgemeiner beweisen: 
Sind a.b,...,l ganze positive Zahlen, die paarweise teilerfremd sind, 
und ist n eine ganze positive Zalil, so ist die Anzahl der ganzen positiven 
Zahlen, die durch keine dieser Zalilen teilbar und < / t . ab . . .1 sind, 
n(a-l)(b-l)...(l-i). 
Setzt man jetzt N = iuib .. . I, so ist 
,,(a-l){b-i)...(/- I) = ,v(l —^)(l - J,) • • • ( ' - ! ) • 
Wie leicht ersichtlich, ist dieser Satz mit dem angeführten Satze von 
Dirichlet identisch. 
§. 103—103. Anzahl und Summe der Teiler einer ganzen Zahl. 
§. 106—111. Zur Zerlegung einer ganzen Zahl in Primfaktoren. 
§. 109. Es soll eine Menge von ganzen rationalen Zahlen bestimmt werden,, 
deren kleinstes gemeinsames Vielfache eine gegebene Zahl ist. 
§. 111. Kennen wir den größten gemeinsamen Teiler m der Zahlen a. b, 
so ist das kleinste gemeinsame Vielfache dieser Zahlen c = c . . m. Bolzano 
m m m 
verallgemeinert unrichtig diese Formel für den Fall von mehreren Zahlen. 
Das kleinste gemeinsame Vielfache der Zahlen 12,24,30,42 ist 840. 
§. 113—115. Jede ganze positive Zahl kann als Summe von höchstens vier 
Quadratzahlen dargestellt werden. 
Dieser Satz war vielleicht schon Diophantos bekannt, Bachet de Meziriac 
spricht ihn als erster klar aus. (Vergl. dazu Dickson, History of the theory 
of numbers, II S. 275—6). 
Fermat erwähnt diesen Satz in mehreren Briefen. (Vergl. Oeuvres Bd. 
2 S. 403 und 433, Bd. 3 S. 314.) Der erste veröffentlichte Beweis dieses Satzes 
stammt von Lagrange (Demonstration d'un theoreme d'arithmetique, Nouv. 
mein, de PAc. royale d. Sc. et B.-L. de Berlin (1770), 1772, S. 123). 
§. 113. Bolzano versucht den Ililfssatz von Lagrange in der Richtung zu 
verallgemeinern, daß er für c zusammengesetzte Zahlen zulässt. Aber dann 
ist der Satz unrichtig: 
Es ist x2 + .!/2+I = U 2, 3 (mod 4), aber nie = 0 (mod 4). 
Die richtige Fassung des Satzes lautet: 
Sind a. b zwei ganze Zahlen und a durch die ungerade Primzahl p (>0) 
nicht teilbar, so kann man zwei ganze Zahlen .v, y bestimmen derart, daß. 
0 < i . v < - £ , 0<Ly<P und .v2 — uy2 — b == 0 (mod p) gilt. 
ßolzanos Beweis kann leicht richtig gestellt werden. 
Betrachten wir das System A der Zahlen x2 für x — 0, I, 2, . . . . — - - -
p — 1 
und das System B der Zahlen ay2-\-b für ;/ = 0, 1, 2,. .., —(:—• Weder irgend 
zwei Zahlen aus dem System A noch irgend zwei Zahlen aus B sind kon-
gruent (mod p). Die Anzahl der Zahlen des Systems A und ebenso des Systems 
B beträgt ^ . Es muß wenigstens eine Zahl aus dem System A mit einer 
Zahl aus B kongruent sein (mod p), da es sonst p-f-1 inkongruente Zahlen 
(mod p) gäbe. Daraus folgt unmittelbar die Behauptung. 
Der angeführte Beweis befindet sich in der Abh. von Daudlebsky v. Ster-
neck: Über die Darstellung der Zahlen als Summe von vier Quadraten, 
Monatshefte 15, 1904, S. 235—238. 
Daublebsky v. Sterneck berichtet darin, daß er gelegentlich einer Durch-
sicht des handschriftlichen Nachlasses von Bolzano eine Notiz fand, die sich 
auf die Darstellbarkeit der Zahlen als Summe von vier Quadraten bezieht.. 
Vergl. auch ßachmann. Niedere Zahlentheorie II, S. 323. 
§. 114. Fs genügt zu bewe i sen , d a ß e ine u n g e r a d e Pr imzahl /; (^ ()) als 
S u m m e von höchs tens vier Q u a d r a t z a h l e n darges te l l t werden kann . F ü r / ) - - 2 
ist näml i ch 2 = l 2 + l 2 . 
Man k a n n zuers t den Satz a u s s p r e c h e n : 
u) Fs ex i s t i eren vier g anze Zahlen .v.// . /O .z_ 0 und eine ganze Zahl /;, 
derar t , <\nll 
/ ; p ] _ . v
2 + /y2 + /O2 + z2 
und 
\<PA^P ist. 
Es g enüg t , den l l i l fssatz des vor igen Paragraphen auf ,v2 + / / 2 + I an-
z u w e n d e n . Man k a n n .v. /y so b e s t i m m e n , daiJ 0 _ . v " ' ' . 0 _ / / < ; ) und 
.v2 + / y 2 + I " 0 (mod p) gilt. Se tzen wir m=\. Y = (). SO ist .v2 + /y2 + /O2 + z2 = /)/),. 
Aus 0 _ x -' l\ • 0 S // < ]\ • i»=l. / = 0 folg- N2 + /y2 + /O2 + z2 -^ 2 ^ + 1 — 
— • • + I < p2. a lso ppi<p2. Pi^P- Dabei ist s icher p1 I. 
Wei ter gilt der S a t z : 
b) Aus OH! = .v2 + /y2 l- /O2 + z2 (.v. //. m. z ganz und - 0, pl ganz und 




2 (.v2, i/2, /O2, z2 ganz und 0, p2 ganz 
und 1 _ p2 < / ; J . 
Bei u n g e r a d e m px ist Bolzano's Beweis r ichtig. Dann ist näml ich jede 
ganze Zahl k o n g r u e n t (mod O2) e iner ganzen Z a h l w aus der Re ihe 
_ llKL1 _ /;J """ 3 _ i n i l-] " " 3 lh ~ i 
2 ' 2 ' ' " 2 ' 2 ' 
Für r gilt also \r\^ * • Ks ist also .vi—.Vj. /y =_/_/„ m^w^ Z ^ Z2 (mod O3) 
*.•<£• W < £ - "x^ 1 - *, <*• 
Man setze 
•Vi = .v — «Pi, .(/i = ij — ßpx. IÜ1 = m — yplm A X ^ / — o/;,. 
Da 
•v2 + i/2 + m2 + z2 ^E 0 (mod pj. 
so ist auch 
.Via + .(/i2 + iWia + z,a = 0 ( n i o d M 
also 
•vi2 + /yi2 + /Oi2 + *i2 = PiP2. 
Fs ist z u n ä c h s t p2 > 0. Denn sonst müss ie Xi = ij2
==to1='/-i=0. also .v = / / - . 
= s / O _ z E = 0 (mod/ ; ! ) ge l ten . Wei ter wäre ,v2 + /y2 + /O2 + z2 = 0 (mod z^2), d. h. 
/jpi — Ofmod px
2) und/> .-=0 (mod/>]) en tgegen der Vorausse tzung , dali /) e ine 
Pr imzah l ist. 
^ u s i ^ Pi i ^ P i ^ Pi i ^ Pi 
.vil<V» ! ^ i ' < , - " ;i V- !zi < > 
d. h. 
also 
AV + УУi2 + ^ l
2 + / V < 4 / ; 4
Г - p r . 
P1P2 ^ РF-
A _ Р2 < Р ľ 
\ul 
(•v2 + //2-(--/O2 + z2)(.vr-f-./ / i2 \~"h2 ;" *i2) lUh'Pi 
\\(Mi(l(Mi w i r d ie K u l e r s c h e l d (M i t i t i i t an.*) 
W i r e r h a l l e n d a n n nach k u r z e r Z w i s e h e n roch i n n i g , d i e l e i ch t d e r Bo lzano 's 




2 + y2\ 
.v2 — p — ax — ßi) — YIO —
 Az. 
II2. "•- «!f — ß* + Yz — ()io. 
io2 :— <v/O /iz - /.v -|- <)//. 
z2 •_— uy \ ßio — YJJ - ').v. 
F ü r g e r a d e s /;. ist .v : / / 4 - / O ) - / — ( ) (mod 2). M a n k a n n d a n n v o r a u s -
se tzen , da l * A + ! / ^ ( ) . //> + / . - 0 ( m o d 2) ist. 
(S ind x.i/.io.z s ä m t l i c h g e r a d e o d e r s ä m t l i c h u n g e r a d e , so p H d ies o h n e 
w e i t e r e s , s i nd z w e i gerade u n d z w e i u n g e r a d e , so muH man a l l e n f a l l s erst 
e ine g e e i g n e t e Y c r t a u s e h u n g v o r n e h m e n . ) 
Dann ist 
/ ' " : x
-џť+,ш + X\*+lш-,.\* 
PPг = xł + uł f ч>ł + y-ł-
./' l u ° v2- J/Ž- //;2- y-i g a n z sind nud />2 = f< also I <í />2 < p{ gilt. 
D i e beste m o d e r n ě D a r s t e l l u n g des Bol/anosc h e n B e w e i s e s f i n d e t m a n 
bei L a n d a u . V o r l e s u n g e n , ßd 1. S. 107—109. D i e s e r D a r s t e l l u n g h a b e ich d i e 
e r g ä n z e n d e n Beine r k u n g e n e n t n o m m e n . 
§. 116 I I S . Suly oon Fcvnuü. 
F ü r j e d e d u r c h p (p e i n e P r i m z a h l „.- 0) n i c h t t e i l b a r e g a n z e Z a h l </ ist 
<//> -1 - I ( m o d p). 
f ü r . jede b e l i e b i g e ganze Z a h l c/ d a h e r 
(//J a ( m o d /;). 
D i e s e r Satz w i r d n a c h s e i n e m L n l d e c k o r d e r L o r m a t s c h o S a t z g e n a n n l . 
F o r m a t h a t i h n o h n e B e w e i s am 18. O k t . 1640 b r i e f l i c h an L r e n i c l e d e ßessy 
m i t g e t e i l t : v e r ö f f e n t l i c h t w u r d e d i e s e r B r i e f e r s t i n d e n V a r i a o p e r a i n a t h e -
m a t i c a v o n F o r m a t , T o l o s a e 1679, S. 162—164. ( V e r g l . O e u v r e s de F o r m a l 2 
S. 206—212.)*) 
\)cv e r s t e v e r ö f f e n t l i c h t e B e w e i s r ü h r t v o n F u l e r h e r ( F n e s t r . Yerz. 34, 
O p . o m n . (1) 2. S. 33—37). 
D e r B i n o m i a l k o e l f i z i o u t y! \, I < . / c ^ p — - 1 . ist n ä m l i c h d u r c h p t e i l b a r . 
A u s d e m b i n o m i s c h e n L e h r s a t z e f o l g t (u + \)l>~ 1 + č//'(mod p). A u s ui> H ( m o d p) 
e r g i b t s i c h w e i t e r (u-f I)i>~1u f - I ( m o d p). Da l / ' ~ I ( m o d />) r i c h t i g ist, f o l g t 
d u r c h v o l l s t ä n d i g e I n d u k t i o n a l l g e m e i n ni}--ci ( m o d p). 
*) S i e h e S. 31 Z. IS. V e r g l . K u l er, K n e s t r . V o r z . 42. O p . o m n . (1) 2, S. 369. 
*) ( I b e r d i e F n t d c c k u n g u n d d e n B e w e i s des Satzes v o n F o r m a l u n d 
W i l s o n i n d e n M a n u s k r i p t e n v o n L e i h n i z s. D i c k s o n . I l i s l o r y o f I h c T h c o r v 
of n u i n b e r s I, S. 39 
\)vr Salz aus S. I lb 
u(i(h)~ I (mod b) (n te i ler f re ind zu b) 
und dvv hier mitgetei l te Reweis siainmi von ftulcr (Vnesir. \ 'crz. 2()2. ()p. 
oii in. (1), S. 491—5 IN). 
§. 1 19—122. Suíz DOJÍ Wilson. 
Der Satz, daß 
(p — l ) ! + 1 = 0 (mod p) 
ist, wenn /; eine Primzahl (^--0) bedeutet, wurde ohne Beweis von YVaring. 
Med Hai ion es algcbraicac (Canlabrigiae 1770. S. 208; I I I . Au iL , Cantabr igiac 1782. 
S. ISO), vcröf fcnt l ic lH. der die Kntdcckung Wilson zuschreibt. 
Den ersten Beweis veröffent l ichte Lagrange (Nouv. Mein, de Lac. r. d. 
sc. ei b . - I . Berl in (1771). 1771, S. 121—117, Oeuvres 1, 1869. S. 421—418). 
Lagrange benutzt zum Beweise die identische kongruenz 
A . / , - i _ j = (.v j) (.v - 2). .. (.v — l>+\) (mod p). 
aus der Für x ~-0 der Satz von Wilson uniniHelbar folgt. 
Der hier mitgetei l te Beweis siainmi von Caurl. Disqu. ar i i in . art. 77. wo 
in Ar t . 78 eine Veral lgemeinerung luv zusammengesetzte Modulu angegeben 
w i rd . Ist A" eine Zahl aus der Reihe 1,2.1 / ;— I, so exist iert eine und nur 
eine Zahl / / i n dieser Reihe von der Vigcnschafi, daß .v//=~_ 1 (mod/;) gi l t . 
(Numerus socius nach CauH, l) is(|u. ar i thni . art. 77). I und p — J sind ..socii" 
ihrer selbst. Ls gibt auch keine wcHercn Zahlen dieser Ar t . da für sie .V2^E1 
(mod p)*gelten miisste. Daraus fo lg t : 
Die Zah len 
2 , 1 [> — 2 
zerfal len in \(p — 1) Zahlenpaarc 
AV //-_; A2. //2: X}(p_zy y}i(p_sy 
für die 
•V i / / i - 1. .v2//2 -= I.
 vH/>-3)- ' f ( />-3)- l ( | n o ( l /;) 
gi l t . Die Zahlen 
•vi. /7J..V2. i)_
 A\up-3)-.'1«(,,--3) 
sind also bis auf die Reihenfolge gleich den Zahlen 2,1 p — 1. Ls ist also 
•Vi//i.v2//2 . . . A',( /,_3)i7Jp(/>_3)-=: I (mod /?). 
(I. h. 
2 . 1 . . . (p~-'2)~ 1 (modp). 
Mu l t ip l i z ie r ! man mi l / ;— \~ — \ (mod/;). so erhält man 
(/;— | ) ! _ — 1 (mod p). 
Der Satz über ..nunieri soci i " befindet sich ohne Beweis in der Ab-
handlung von Franz von Schaffgoisch (Abhandlung über einige Figenschaften 
der Pr im- und zusammengesetzten Zahlen, Abh. d. Böhmischen Cescl l . d. 
W iss. in Prag, 1786, S. 121—129). Daselbst w i r d mit H i l fe dieses Satzes auch 
dvv Salz \on Wilson bewiesen. 
